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Отримано теорему про асимптотику )(n  розподілу рангу випадкової матриці в полі GF(2) з 
T  незалежних випадкових n -вимірних рядків за умови відсутності в ній одиничних ліній та в припу-
щенні, що різниця між числом рядків T  та числом стовпців n  матриці є фіксоване число довільного 
знаку, .= constnT   




Інтерес до знаходження розподілів характе-
ристик слабко- та сильнозаповнених випадкових 
матриць над скінченним полем викликаний    
прикладними аспектами теорії кодування інфор-
мації і захисту її від несанкціонованого доступу, 
теорії розпізнавання і класифікації. До зазначе-
них характеристик відносять, в першу чергу, 
ранг матриці і перманентний ранг. 
Аналіз досліджень і публікацій  
Дослідження характеристик випадкової 
)( nT -матриці A , tjaA , Tt ,1 , nj ,1  у 
припущенні ,1, np  де }1{ tjap , 
описано в працях [1; 2].  
Зокрема, в праці [1] розглянуто питання про 
розподіл перманента насиченої випадкової мат-
риці .A  
Матрицю A  будемо називати сильнозаповне-







nxa tj ln<< ,  
const=a ,  
Tt 1,= ,  
nj 1,= .   
З умов теореми, наведеної в праці [2], випли-






)loglog(= no , 
сильнозаповнена випадкова матриця A  має роз-
поділ рангу при ,n  який збігається з 
,0);0;(k  k  ціле фіксоване число, 0.k  
Таким чином, відкритим залишається питання 
про розподіл рангу сильнозаповненої матриці A  
у припущеннях ,const=nT  n  та існуван-
ня залежності розподілів елементів матриці A  
від місця їх розташування. 
Мета роботи  отримати граничний )(n  
розподіл рангу за умови, що матриця коефі-
цієнтів не містить одиничних ліній, рядки мат-
риці є незалежними випадковими n -вимірними   
(0, 1)-векторами. 
Постановка задачі  








де ,tja  ,1,= Tt  ,1,= nj   випадкові величини, 
які набувають значення в полі (2)GF , 
nxx n),...,( 1 -вимірний вектор невідомих вели-
чин, (2)GFjx  для .1,= nj  
Позначимо ),( 00
(1)
srL  подію, яка полягає у 
тому, що матриця коефіцієнтів tja  системи (1) 




nm  кількість нетривіальних 
розв’язків системи (1), ,=0 Tnm  0m  фіксо-
ване число довільного знака. 
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Припустимо, що ),...,(= 1 tntt aaa , Tt 1,=  
незалежні вектори в полі (2).GF  
Сформулюємо теорему. 
Теорема. Нехай для деяких послідовностей 






































<1,= })( kta tjmn , (3) 
 
1,}0,1{,..., )()1( kk ,  
де максимум береться по qmmm0  і множині 
наборів 
)()1( ,..., kzz n -вимірних (0, 1)-векторів, 
для яких  
)()1()()1( ...=... kk zzzz , 
n




LP knm , 



















Доведенню теореми будуть передувати допо-
міжні леми.  
Допоміжні леми 




xx  – лінійно неза-
лежні розв’язки системи 0,=),( tax  ,1 mnt  
причому відомо, що нетривіальних розв’язків ,x  



















комбінуванням рядків і перестановок стовпців 
























0  , rt1 .   
Лема 2. Нехай для деякої послідовності  





















Доведення. Якщо 0m , випадкова величина 
nm  може дорівнювати або 12
m
, або не мен-
ше, ніж 12
1m
. Звідси  







































звідки випливає, очевидно, співвідношення (5).  
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Доведення теореми  
Використовуючи формулу повної ймовірнос-
ті, отримуємо  










































































Фіксуємо 0>  і візьмемо таке m , що  





.                   (7) 
Якщо nn > , нерівність (6) можна задоволь-
нити за лемою 2, нерівність (7)  внаслідок ви-
разу (2).  
Тоді з імовірністю, не менше ,21  відбу-









mnt 1,= , 
за умови (0,0)
(1)
L  має рівно m лінійно незалеж-
них розв’язків ,...,,
)2()1( zz )(mz , причому 
розв’язків x, для яких ,<<0 nx  не існує.  
За умови, що відбулася подія L  за лемою 1 





x , для яких матрицю )( )(tjx , 


















b ,  
 





nit , mi 1,= . 


























з матрицею коефіцієнтів, що не містить одинич-






 , де вектор-рядок 








c ,  
0=0 , 
ts
nt 2/ , st 1,= . 






xa   






xa , 11,= mnt ,  










ca , st1 ,  
то добавлене рівняння не змінить множини 
розв’язків системи.  
У протилежному випадку вимірність множи-



















Нарешті, через ,lJ  позначимо підмножину 







































sk < . (9) 
Усі події розглядаються за умови L .  


































ca , sk <   
накладають умови лише на потрійну суму у фор-
мулі (10). При будь-якому фіксованому значенні 









ca   




a , (2)GF .  
Згідно з виразом (3) ймовірність такої рівності 
прямує до 2/1 , якщо n . Звідси, приймаючи 









,    (11) 
якщо n . 
Оскільки ймовірність }{LP  можна зробити 










 як завгодно 
близькою до 
s














 визначається так.  
Розглянемо випадкове блукання частинки в 
площині ),( jt , яке починається з точки .),( mm   
Якщо частинка розташована в точці ),( jt , то 
на наступному кроці вона перейде або в точку 
)1,( jt , або в точку )11,( jt .  
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Зазначений крок блукання частинки відпові-






Перехід частинки в точку )1,( jt  відповідає 
події, при якій дописане рівняння не змінює 
множини розв’язків. Згідно з умовою (11) імовір-
ність цієї події прямує до 
t
2 , якщо n . Тоді, 




 дорівнює ймовірності по-
падання частинки в точку .),( mk   
Якщо ,< mk  очевидно  
0=)()( kp m ,  
отже,  
0=)(kp .  
Якщо mk = , з точки ),( mm  в точку ),(     















Якщо mk > , буде mk  переходів 




































kk .  
Теорема доведена. 
Висновки 
Отримано загальну теорему про асимптотику 
)(n  розподілу рангу випадкової матриці      
в полі (2)GF  з T  незалежних випадкових             
n -вимірних рядків, за умови відсутності в ній 
одиничних ліній. За допомогою загальної теоре-
ми можна знайти граничний )(n  розподіл 
рангу сильнозаповненої матриці, утвореної неза-
лежними випадковими величинами з поля 
(2)GF , за умови відсутності одиничних ліній та 
при const=nT , .n  
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